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В биологических и социально-экономических науках использу-

ются различные коэффициенты, индексы и меры для оценки отноше-
ний сходства, различия, совместимости и зависимости. Обзор этих 
мер можно найти в ряде работ [4, 6–8, 9, 10, 12, 13, 17, 18]. Для целей 
упорядочения совокупности этих показателей применялись различные 
системы аксиом [1–4, 8, 9, 10]. Обычно системы аксиом предлагались 
для введения мер сходства (различия) объектов или зависимости при-
знаков. В данной статье нами рассматривается система аксиом, кото-
рая позволяет ввести одновременно как симметричные, так и несим-
метричные меры для оценки отношений сходства, совместимости и 
зависимости. 

 
1. Субаддитивные симметричные функции 
Субаддитивные симметричные функции вводятся с целью раз-

работки общего подхода к введению мер, определяющих отношения 
сходства, различия, совместимости и зависимости. 

Строгое определение субаддитивных симметричных функций 
(обозначим их через S) вводим посредством следующей системы аксиом. 
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Определение 1. Пусть E – произвольное множество. Функция  S 
есть отображение произведения EE ×  в множество R действительных 
чисел, обладающее следующими свойствами (аксиомами): 

I. ( ) EyxyxS ∈∀≥ ,0,  (неотрицательность); 
II. ( ) ( ) EyxxySyxS ∈∀= ,,,  (симметричность); 
III. ( ) ( ) EyxxxSyxS ∈∀≥ ,,,  («целое больше части»); 
IV. ( ) ( ) ( ) EyxyySxxSyxS ∈∀+≤ ,,,,  (субаддитивность). 
Посредством функции S вводятся меры дивергенции и конвер-

генции. 
 
2. Дивергенция и конвергенция 
Из аксиом (II) и (III) следует, что ( ) ( ) 0,, ≥− xxSyxS , 

( ) ( ) 0,, ≥− yySyxS . Назовем эти разности односторонними дивер-
генциями (расхождениями). 

 
Определение 2. Функция 

        ( ) ( ) ( )yySyxSyx ,,;div −=    (1) 
называется односторонней дивергенцией элемента x от y. 

Меняя местами элементы x и y в формуле (1), получим направ-
ленную дивергенцию элемента y от x: 
                ( ) ( ) ( )xxSyxSxy ,,;div −= .   (2) 

Очевидны следующие свойства односторонних дивергенций: 
( ) 0;div ≥yx , ( ) 0;div ≥xy , ( ) ( ) 0;div;div == yyxx . 

Сумма двух односторонних дивергенций (1) и (2) называется 
двухсторонней дивергенцией или просто дивергенцией. 

 
Определение 3. Функция 

      ( ) ( ) ( )xyyxyx ;div;div,div +=   (3) 
называется дивергенцией элементов x и y. Очевидно, что двухсторон-
няя дивергенция является симметричной функцией: ( ) ( )xyyx ,div,div = . 

Подставляя выражения (1) и (2) в (3) получим 
 ( ) ( ) ( ) ( )yySxxSyxSyx ,,,2,div −−= .  (4) 

Аксиома (IV) позволяет ввести также неотрицательную функ-
цию, которую мы назовем конвергенцией. 

 
Определение 4. Функция 

 ( ) ( ) ( ) ( )yxSyySxxSyx ,,,,conv −+=   (5) 
называется конвергенцией двух элементов x и y. 

Из аксиомы (IV) следует свойство неотрицательности функции (5), 
т. е. ( ) 0,conv ≥yx . Очевидны также следующие свойства этой функции: 

( ) ( )xxSxx ,,conv = , ( ) ( )yySyy ,,conv = . 
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В дальнейшем, для краткости записи, будем использовать сле-
дующие обозначения: ( ) ( )yxyxS ;div| = , ( ) ( )xyxyS ;div| = , 
( ) ( )yxyxJ ,conv, = , ( ) ( )xSxxS =, , ( ) ( )ySyS =,y , ( ) ( ) ( )xSxJxxJ ==, , 
( ) ( ) ( )ySyJyyJ ==, . 

Посредством этих обозначений можно записать следующие со-
отношения между дивергенциями, конвергенциями и функцией ( )yxS , : 

( ) ( ) ( ) ( )yxJxySyxSyxS ,||, ++= , 
( ) ( ) ( ) ( )yxJySxSyxS ,, −+= , 

( ) ( ) ( )yxJyxSxS ,| += , ( ) ( ) ( )yxJxySyS ,| += . 
 

3. Относительные дивергенции и конвергенции 
Рассмотрим нормированные дивергенции и конвергенции, зна-

чения которых заключены в интервале [0, 1]. 
 
Определение 5. Функция ( )yF ;x  называется относительной на-

правленной дивергенцией элемента x от y, если она обладает следую-
щими свойствами: 

1. ( ) 1;x0 ≤≤ yF ;      (6) 
2. ( ) ( ) 0;div0; =⇔= yxyxF ;     (7) 
3. ( ) ( ) 0,conv1; =⇔= yxyxF .     (8) 
Символ ⇔  читается как «тогда и только тогда, когда» (эквива-

ленция). Например, указанным свойствам удовлетворяет функция 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0,; >
−

= xS
xS

yx,JxSyxF . 

Перестановкой элементов x и y определяется относительная ди-
вергенция y от x. Относительная направленная конвергенция опреде-
ляется как двойственная функция относительной направленной ди-
вергенции. 

 
Определение 6. Функция 

( ) ( )xyFyxK ;1; −=    (9) 
называется относительной направленной конвергенцией элемента x от у. 

Очевидны следующие свойства относительной направленной 
конвергенции ( )yxK ; : 

1. ( ) 1;0 ≤≤ yxK ;      (10) 
2. ( ) ( ) 0,conv0; =⇔= yxyxK ;     (11) 
3. ( ) ( ) 0;div1; =⇔= xyyxK .     (12) 
Например, функция  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )

( )
( )yS

yxJ
yS

yxJyxyFyxK ,,S1;1; =
−

−=−= . 
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Определение 7. Функция ( )yxF ,  называется относительной ди-
вергенцией элементов x и y, если справедливы следующие свойства: 

1. ( ) 1,0 ≤≤ yxF ;      (13) 
2. ( ) ( )xyFyxF ,, = ;      (14) 
3. ( ) ( ) 0,div0, =⇔= yxyxF ;     (15) 
4. ( ) ( ) 0,conv1, =⇔= yxyxF .     (16) 
Относительная конвергенция определяется как функция, допол-

няющая до единицы относительную дивергенцию. 
 
Определение 8. Функция 

( ) ( )yxFyxK ,1, −=    (17) 
называется относительной конвергенцией x и у.  

Приведем ряд относительных дивергенций и конвергенций, по-
строенных на основе S-функций. 

 
Теорема 1. Функция 

      ( ) ( )
( )xS

yxSyxF |; = , ( ) 0>xS    (18) 

удовлетворяет свойствам (6)–(8). 
Доказательство. Очевидно ( ) 0; ≥yxF , т. к. ( ) 0| ≥yxS  и ( ) 0>xS . 

Справедливо также неравенство ( ) 1; ≤yxF . Действительно, из аксио-
мы (IV) следует ( ) ( )xSyxS ≤| . Следовательно, свойство (6) для (18) 
выполняется. 

Пусть ( ) 0; =yxF . Тогда из (18) следует 
( ) ( ) ( ) ( ) 0;div,| ==−= yxySyxSyxS . 

Обратно, пусть ( ) 0;div =yx . Тогда ( ) ( )
( ) 0;div; ==
xS

yxyxF . Свойст-

во (7) справедливо для функции ( )yx;F . Аналогично проверяется и 
свойство (8). 

Следствие. Функция 

  ( ) ( )
( )yS

yxJyxK ,; =    (19) 

удовлетворяет свойствам (10)–(12) относительной направленной кон-
вергенции. Можно также показать, что функции 

        ( ) ( )
( )yxK

yxKyxK
;1

;;
τ−τ+

=τ ,  (20) 

        ( ) ( )
( )xyK

xyKxyK
;1

;;
τ−τ+

=τ ,  (21) 

где ∞<τ<−1 , также являются относительными конвергенциями. При 
0=τ  получаем относительные конвергенции 
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      ( ) ( ) ( )
( )yS

yxJyxKyxK ,;;0 == ,  (22) 

       ( ) ( ) ( )
( )xS

xyJxyKxyK ,;;0 == .  (23) 

Теорема 2. Функция 

       ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0,,

,
,2,1 >

−+
= yxS

yxS
yxJySxSyxF  (24) 

удовлетворяет свойствам (13)–(16). 
Следствие. Семейство функций 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )yxJySxS

yxJySxSyxF
,2

,2,
τϕ−+

−+
=τ ,  (25) 

где ( )
τ+

τ
=τϕ

1
, ∞<τ<−1 , удовлетворяет аксиомам (13)–(16). При 

1=τ  из (25) следует (24). 
Из (17) следует, что функции 

    ( ) ( )
( ) ( ) 0,,

,
,,1 >= yxS
yxS
yxJyxK ,  (26) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )yxJySxS

yxJyxK
,21

,2,
τ−+τ+

=τ , ∞<τ<−1  (27) 

являются относительными конвергенциями. При 0=τ  из (27) следует 

          ( ) ( )
( ) ( )ySxS

yxJyxK
+

=
,2,0 .   (28) 

 
4. Метрические относительные симметричные субаддитив-

ные функции 
Совокупность S-функций можно сузить, наложив на них неко-

торые ограничения. 
 
Определение 9. S-функции, удовлетворяющие кроме аксиом 

(I–IV) еще аксиоме 
V. ( ) ( ) ( ) ( ) EzyxyySzxSzySyxS ∈∀+≥+ ,,,,,, ,  (29) 

называются метрическими. 
Можно показать, что система аксиом (I–V) непротиворечива. 

Например, функция 
( ) ( )YXnyxS ∪=, , 

где X, Y, YX ∪  – конечные множества и их объединение соответст-
венно; n(.) – число элементов множества. Данная функция удовлетво-
ряет также аксиомам (I–V). 

Действительно, выполнимость аксиом (I–V) для функции оче-
видна. Легко проверяется и аксиома (V): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] ( ) ( ) =+∪≥∩+

+∪++∪=+
YnZXnYZXn

ZXYnYnZnzySyxS
\

\X,,
 

( ) ( )YYSZXS ,, += . 
Указанное неравенство также можно проверить с помощью кру-

гов Эйлера. 
 
5. Расстояние 
Некоторые дивергенции и относительные дивергенции удовле-

творяют аксиомам расстояния. 
 
Определение 10. Пусть Е – некоторое множество. Расстояние в Е 

есть отображение d произведения Е×Е в множество R действитель-
ных чисел, обладающее следующими свойствами: 

I. ( ) Eyx,0, ∈∀≥yxd ;      (30) 
II. ( ) Exxxd ∈∀= 0, ;      (31) 
III. ( ) ( ) Eyxxydyxd ∈∀= ,,,  (симметричность);  (32) 
IV. ( ) ( ) ( ) Ezyxzydyxdzxd ∈∀+≤ ,,,,,  (неравенство тре-

угольника);         (33) 
V. ( ) yxyxd =⇒= 0, .      (34) 
Если не выполняется аксиома (V), то в этом случае функция 

( )yxd ,  называется квазирасстоянием. 
 
Теорема 3. Функция 

    ( ) ( ) ( ) ( )ySxSyxSyx −−= ,2,div ,  (35) 

где ( )yxS ,  – метрическая S-функция, удовлетворяет аксиомам квази-
расстояния. 

Доказательство. Очевидно, функция ( )yx,div  неотрицательна, 
симметрична и удовлетворяет тождеству ( ) 0,div =xx . Следует дока-
зать выполнимость неравенства треугольника. Для этой цели предста-
вим функцию в следующем виде: 

       ( ) ( ) ( )xySyxSyx ||,div += .  (36) 
Покажем сначала выполнимость неравенства треугольника для 

функции ( )yxS | . Действительно, последовательно получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≥−+−=+ zzSzySyySyxSzySyxS ,,,,||  
      ( ) ( ) ( )zxSzzSzxS |,, =−≥ .   (37) 

При этом использовалось следующее неравенство: 
( ) ( ) ( ) ( )zxSzySyySyxS ,,,, ≥+− , 

которое следует из аксиомы (29). Аналогичное неравенство справед-
ливо для функции ( )yS |z . 
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Следовательно, 
( ) ( ) ( )zxSzySyxS ||| ≥+ , 
( ) ( ) ( )xzSxySyzS ||| ≥+ . 

Складывая эти неравенства, получим 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xzSzxSyzSzySxySyxS |||||| +≥+++  или  

( ) ( ) ( )zxzyyx ,div,div,div ≥+ . 
Следствие. Пусть ( ) 0,div =yx . Тогда из (35) получим 

( ) ( ) ( ) 0,2 =−− ySxSyxS  или 0)(),( =− xSyxS , ( ) ( ) 0, =− ySyxS , 
( ) ( )yxJyS ,= , ( ) ( )yxJxS ,= , т. е. 

( ) ( ) ( )yxJySxS ,== . 

В случае если из условия ( ) ( ) ( )yxJySxS ,==  следует равенство 
yx = , то функция (35) является расстоянием. 

 
Теорема 4. Функция 

( ) ( ) ( ) ( )
( )yxS

yxJyySxxSyxF
,

,2,,,1
−+

= ,  (38) 

где ( )y,xS  – метрическая функция, удовлетворяет аксиомам квази-
расстояния (30)–(33). 

Доказательство. Свойства неотрицательности, симметричности 
и равенства нулю при совпадении аргументов очевидны для относи-
тельной дивергенции (38). Докажем выполнимость неравенства тре-
угольника для этой функции. Представим (38) в следующем виде: 

     ( ) ( )
( )

( )
( )yxS

xyS
yxS
yxSyxF

,
|

,
|,1 += .   (39) 

Покажем справедливость неравенства треугольника для каждого 
из слагаемых (39). 

Последовательно получаем 
( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ≥+

+
+

=+
zzSzyS

zyS
yySyxS

yxS
zyS
zyS

yxS
yxS

,|
|

,|
|

,
|

,
|  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) =++

+
++

≥
zzSzySyxS

zyS
zzSzySyxS

yxS
,||

|
,||

|

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( )zxS

zxS
zzSzxS

zxS
zzSzySyxS

zySyxS
,
|

,|
|

,||
||

=
+

≥
++

+
= . 

При доказательстве использовались следующие неравенства: 
1) ( ) ( ) ( ) ( )zzSzySzySyyS ,|,, +=≤ ; 

2) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )zzSzxS

zxS
zzSzySyxS

zySyxS
,|

|
,||

||
+

≥
++

+ , 
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которое является следствием неравенства треугольника для функции 

( )yxS |  и неравенства 
aau

u
+

≥
+ v

v  при v≥u  и 0≥a . 

Аналогично можно показать выполнимость неравенства тре-
угольника для второго слагаемого (39): 

( )
( )

( )
( )

( )
( )zxS

zxS
zyS
zyS

yxS
yxS

,
|

,
|

,
|

≥+ , 

( )
( )

( )
( )

( )
( )zxS

xzS
yxS
xyS

zyS
yzS

,
|

,
|

,
|

≥+ . 

Складывая эти неравенства, получим окончательно: 
( ) ( ) ( )zxFzyFyxF ,,, 111 ≥+ . 

Следствие. Пусть ( ) 0,1 =yxF . Тогда ( ) ( ) ( ) 0,2 =−− ySxSyxS . Как 
уже было показано, в случае если из этого условия следует, что yx = , 
то функция ( )yxF ,1  является расстоянием. 

 
Теорема 5. Функция 

         ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )yxJyySxxS

yxJyySxxSyxF
,2,,

,2,,,
τϕ−+

−+
=τ ,  (40) 

где ( )
τ+

τ
=τϕ

1
, ∞<τ<−1 , удовлетворяет аксиомам квазирасстояния 

при ( )
2
1

≥τϕ , 1≥τ . 

Доказательство. Преобразуем функцию (40) следующим обра-
зом: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τϕ−+

−+
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

−

τ

1

,
,21

,
,

,
,2,

yxS
yxJ

yxS
yxJySxS

yxS
yxJySxSyxF

 
( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )yxF

yxF

yxF

yxF
,12

,1

,1
1
211

,

1

1

1

1

−+
+

=
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+

=
τ
τ

τ
τ

, 

где ( )yxF ,1  – квазирасстояние (38). Следовательно, и функция 
( )
( )yxFb

yxFa
,

,

1

1

+
, где 0a > , 0>b , также является квазирасстоянием [5]. 

В нашем случае 

1
1
−τ
τ+

=a , 
1

2
−τ

=b  

положительны при 1>τ  или ( )
2
1

>τϕ . 
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При 1=τ  или ( )
2
1

=τϕ  функция ( )yxF ,1  – квазирасстояние. Сле-

довательно, при 1≥τ  или ( )
2
1

≥τϕ  функция ( )yxF ,1  является квази-

расстоянием. 
 
6. Семейство относительных мер конвергенций 
Одним из общих способов получения относительных конвер-

генций является метод симметризации относительных направленных 
конвергенций. Симметризацию будем производить путем взятия сте-
пенного среднего из двух относительных направленных конвергенций 
[12, 13]. 

В результате такой процедуры получим множество относитель-
ных конвергенций, упорядоченных двумя параметрами: 

( ) ( ) ( ) ηη
τ

η
τ

ητ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
=

1

; 2
;;, xyKyxKyxK ,  (41) 

где ( ) ( )
( )yxK

yxKyxK
;1

;;
0

0

τ−τ+
=τ , ( ) ( )

( )xyK
xyKxyK

;1
;;

0

0

τ−τ+
=τ , 

( ) ( )
( )yS

yxJyK ,;x0 = , ( ) ( )
( )xS

yxJxK ,;y0 = , ∞<τ<−1 , +∞<η<∞− . При 

0<η , ( ) 0; >τ yxK  и ( ) 0; >τ xyK . 
Особо отметим три меры конвергенции, получаемые при 0→η , 
−∞→η  и +∞→η : 

    ( ) ( ) ( )xyKyxKyxK ;;,;0 τττ = ,  (42) 

 ( ) ( ) ( )[ ]xyKyxKyxK ;;;min,;- ττ∞τ = ,  (43) 
    ( ) ( ) ( )[ ]xyKyxKmyxK ;,;ax,; ττ+∞τ = .  (44) 
 
7. Интерпретации 
Рассмотрим четыре интерпретации S-функций: 1) множествен-

ную; 2) дескриптивную; 3) вероятностную; 4) информационную. 
1) Множественная интерпретация 
Элементы: множества X и Y. 
Операции: пересечение множеств X ∩ Y, объединение мно-

жеств X ∪ Y, разность множеств X \ Y, симметрическая разность 
X Δ Y = (X \ Y)  ∪ (Y \ X). 

Отношения: равенства X = Y, включения X ⊆ Y или Y ⊆ X, непе-
ресечения X ∩ Y =∅ , где ∅  – пустое множество. 

Функции S: ( ) ( )YXnyx,S ∪=  – число элементов объединения 
множеств, 

( ) ( ) ( )XnXXnxx,S =∪= , ( ) ( ) ( )YnYYnyy,S =∪= , 
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( ) ( ) ( ) ( )YXnYXnXny|xS \=∩−= , 
( ) ( ) ( ) ( )XYnYXnYnx|yS \=∩−= , 

( ) ( )YXnyx,J ∩= , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Δ=∩−∪=∩−+== YXnYXnYXnYXnYnXnyxdyx 2,,div  

( ) ( )XYnYXn \\ += . 
Относительные направленные меры конвергенции: 

           ( ) ( )
( )Yn

YXnyxK ∩
=;0 ,   (45) 

          ( ) ( )
( )Xn

YXnxyK ∩
=;0  –   (46) 

меры включения множества Y в X и X в Y соответственно. 
Относительные направленные меры дивергенции: 

        ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )Xn

YXnXn
Xn

YXnxyKyxF ∩−
=

∩
−=−= 1;1; 00 , (47) 

        ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )Yn

YXnYn
Yn

YXnyxKxyF ∩−
=

∩
−=−= 1;1; 00  – (48) 

меры невключения множества Y в X и X в Y соответственно. 
Относительные меры конвергенции: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )YnXn

YXn
ySxS

yxJyx,K
+
∩

=
+

=
2,2

0 ,  (49) 

              ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )YXnYnXn

YXn
YXn
YXn

yxS
yxJyx,K

∩−+
∩

=
∪
∩

==
,
,

1 , (50) 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )[ ]YnXn

YXn
ySxS

yxJy,xK
,max,max

,
;0

∩
==−∞ . (51) 

Все меры хорошо известны экологам: формула (49) – мера сходства 
Серенсена, (50) – мера сходства Жаккара и (51) – мера сходства Бра-
ун-Бланке для множеств X и Y. 

Относительные меры дивергенции: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )YnXn

YXnYXn
YnXn

YXnYnXnyxK1yxF
+

∩−∪
=

+
∩−+

=−=
2,, 00 , (52) 

( ) ( ) ( )
( )YXn

YXnYXny,xF
∪

∩−∪
=1 ,  (53) 

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )YnXnYnXn

YnXnYXnYnXn
YnXn

YXny,xF
−++

−+∩−+
=

∩
=−∞

2
,max;0 .  (54) 

Последнее – мера различия (расстояние Юрцева) двух множеств X и Y. 
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2) Дескриптивная интерпретация 
Элементы: дескриптивные множества (наборы) ( )rxxx ,,1 K=  и 

( )ryyy ,,1 K= . 
Операции: дизъюнкция – х ∨ y = (max(x1,y1),max(x2,y2),… 

max(xr,yr)), конъюнкция – ( ) ( ) ( )( )rr21 yxminyxmin,yxminyx ,,,,, 21 K=∧ , 
разность – ( ) ( ) ( )( )rrr2211 yxmin-xyxmin-x,yxmin-xy\x ,,,,, 21 K= , 
симметрическая разность – xΔy = (max(x1,y1) - min(x1,y1),…,max(xr,yr) - 
min(xr,yr)). 

Отношения: равенства rr21 yxyxyxyx ===↔= ,,, 21 K , вклю-
чения rr21 yxyxyxyx ≤≤≤↔≤ ,,, 21 K , непересечения Θ=∧ yx , где 

( )
43421 K

r
0,,0,0=Θ . 

Функции S: ( ) ( ) ( )∑
=

=∨=
r

i
ii yxyxmyx,S

1

,max , где ( )yxm ∨  – мера 

дескриптивного набора ( )yx ∨ . 

( ) ( ) ∑
=

==
r

i
ixxmxS

1

, ( ) ( ) ∑
=

==
r

i
iyymyS

1

, 

( ) ( ) ( )yxmxmy|xS ∧−= , ( ) ( ) ( )yxmymx|yS ∧−= , 

( ) ( ) ( )∑
=

=∧=
r

i
ii yxyxmyx,J

1

,min , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Δ=∧−∨=∧−+== yxmyxmyxmyxmymxmyxdy,xdiv 2,
( ) ( )xymyxm \\ += . 

Относительные направленные меры конвергенции: 

( ) ( )
( )ym

yxmyxK ∧
=;0 ,   (55) 

 ( ) ( )
( )xm

yxmxyK ∧
=;0  –   (56) 

меры включения дескриптивного набора y в x и x в y соответственно. 
Относительные направленные меры дивергенции: 

      ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )xm

yxmxm
xm

yxmxyKyxF ∧−
=

∧
−=−= 1;1; 00 , (57) 

     ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )ym

yxmym
ym

yxmyxKxyF ∧−
=

∧
−=−= 1;1; 00  – (58) 

меры невключения дескриптивного набора y в x и x в y соответственно. 
Относительные меры конвергенции: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

∑∑

∑

==

=

+
=

+
∧

=
+

= r

i
i

r

i
i

r

i
ii

yx

yx

ymxm
yxm

ySxS
yxJyx,K

11

1

,min2
2,2

0 , (59) 
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       ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )∑

∑

=

==
∨
∧

== r

i
ii

r

i
ii

yx

yx

yxm
yxm

yxS
yxJy,xK

1

1

,max

,min

,
,

1 , (60) 

   ( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )[ ]ymxm

yxm
ySxS

yxJy,xK
,max,max

,
;0

∩
==−∞  – (61) 

меры сходства дескриптивных наборов x и y. 
Относительные меры дивергенции: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )ymxm

yxmyxm
ymxm

yxmymxmyxF
+

∧−∨
=

+
∧−+

=
2,0 , (62) 

     ( ) ( ) ( )
( )yxm

yxmyxmy,xF
∨

∧−∨
=1 ,  (63) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ymxmymxm

ymxmyxmymxm
y,xF

−++
−+∧−+

=−∞
2

;0  –  (64) 

меры различия дескриптивных наборов x и y. 
3) Вероятностная интерпретация 
Элементы: события X и Y. 
Операции: теоретико-множественные операции над событиями: 

пересечение, объединение и разность двух событий X и Y. 
Отношения: теоретико-множественные отношения: равенство, 

включение, пересечение двух событий X и Y. 
Функции S: ( ) ( )YXPyx,S ∪=  – вероятность объединения двух 

событий X и Y, 
( ) ( )XPxS = , ( ) ( )YPyS = , 

( ) ( ) ( ) ( )YXPXPYXPy|xS ∩−== \ , 
( ) ( ) ( ) ( )YXPYPXYPx|yS ∩−== \ , 

( ) ( )YXPyx,J ∩= , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).\\

2,
XYPYXPYXPYXP
YXPYPXPyxdy,xdiv

+=∩−∪=
=∩−+==

 

Относительные направленные меры конвергенции: 

( ) ( )
( ) ( ) 0,;0 >
∩

= YP
YP

YXPyxK ,  (65) 

( ) ( )
( ) ( ) 0,;0 >
∩

= XP
XP

YXPxyK  –  (66) 

условные вероятности события X при условии Y и Y при условии X 
соответственно. 

Относительные направленные меры дивергенции: 

     ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )XP

YXPXP
XP

YXPxyKyxF ∩−
=

∩
−=−= 1;1; 00 ,  (67) 
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    ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )YP

YXPYP
YP

YXPyxKxyF ∩−
=

∩
−=−= 1;1; 00  – (68) 

дополнения условных вероятностей до 1. 
Относительные меры конвергенции: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )YPXP

YXP
ySxS

yxJyx,K
+
∩

=
+

=
2,2

0 ,  (69) 

     ( ) ( )
( )

( )
( )YXP

YXP
yxS
yxJyx,K

∪
∩

==
,
,

1 ,  (70) 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∩∩
==−∞ YP

YXP
XP

YXPx;yKy;xKy,xK ,min,min 00;0  

            ( )
( ) ( )( )YPXP

YXP
,max

∩
= ,   (71) 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∩∩
==+∞ YP

YXP
XP

YXPx;yKy;xKy,xK ,max,max 00;0  

( )
( ) ( )( )YPXP

YXP
,min

∩
= .    (72) 

Формула (72) – известная мера совместимости событий Гудолла [14]. 
Относительные меры дивергенции: 

     ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )YPXP

YXPYXP
YPXP

YXPYPXPyx,F
+

∩−∪
=

+
∩−+

=
2

0 ,  (73) 

     ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )YXP

YXPYXP
YXPYPXP
YXPYPXPyx,F

∪
∩−∪

=
∩−+
∩−+

=
2

1 , (74) 

        ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )YPXP

YXPYPXPyx,F
,max

,max
;0

∩−
=−∞ ,  (75) 

       ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )YPXP

YXPYPXPyx,F
,min

,min
;0

∩−
=+∞  –  (76) 

меры несовместимости событий X и Y. 
4) Информационная интерпретация 
Элементы: конечные вероятностные схемы (распределения) [X], 

[Y] [XY] таблицы сопряженности. 
Операции: нет. 
Отношения: отношения независимости, функциональной одно-

сторонней зависимости, взаимной зависимости. 
Функции S: ( ) ( )YXHyx,S ,=  есть информационная функция. 

( ) ∑∑
= =

−=
n

i

m

i
ijij ppYXH

1 1

ln, , где ( )iiij yxpp ,=  ( ni ,,1K= ; mj ,,1K= ) – 

совместная вероятность событий xi и yi . 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−==
n

i
ii xpxpXHxS

1

ln , ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−==
m

j
ii ypypYHyS

1

ln , 
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( ) ( ) ( ) ( )YXIXHXHy|xS Y ,−== , 
( ) ( ) ( ) ( )YXIYHYHx|yS X ,−== , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )YXHYHXHYXIyx,J ,, −+== , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )YHXHYXIYXHYXIYHXHyxdy,xdiv XY +=−=−+== ,,,2, . 

Относительные направленные меры конвергенции: 

( ) ( )
( )YH

YXIyxK ,;0 = ,   (77) 

 ( ) ( )
( )XH

YXIxyK ,;0 =  –   (78) 

меры зависимости «признаков» Y от X и зависимости X от Y и соот-
ветственно. 

Относительные направленные меры дивергенции: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )XH

XH
XH

YXIXH
XH
YXIxyKyxF Y=

−
=−=−=

,,1;1; 00 , (79) 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )YH

YH
YH

YXIYH
YH
YXIyxKxyF X=

−
=−=−=

,,1;1; 00  – (80) 

относительные меры односторонней независимости. 
Относительные меры конвергенции: 

        ( ) ( )
( ) ( )YHXH

YXIyx,K
+

=
,2

0 ,   (81) 

      ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )YXH

YXI
YXIYHXH

YXIyx,K
,
,

,
,

1 =
−+

= , (82) 

     ( ) ( )
( ) ( )[ ]YHXH

YXIyx,K
,max

,
;0 =−∞ .  (83) 

Приведенные меры взаимозависимости встречаются в литературе: фор-
мула (81) – в работах [4, 9, 11, 16], формула (82) – в работе [15], а форму-
ла (83) – в работе [13]. 

Относительные меры дивергенции: 

         ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )YHXH

YXIYXH
YHXH

YXIYHXHyx,F
+
−

=
+
−+

=
,,,2

0 ,  (84) 

           ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )YXH

YXIYXH
YXIYHXH
YXIYHXHyx,F

,
,,

,
,2

1
−

=
−+
−+

= , (85) 

( ) ( )
( ) ( )[ ] =−=−∞ YHXH

YXIyx,F
,max

,1;0  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )YHXHYHXH
YHXHYXIYHXH

−++

−+−+
=

,2
.  (86) 
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Приведенные меры взаимной независимости можно встретить 
в следующих работах: формулы (84) и (86) – в работе [9], формулу (85) – 
в работе [19]. 

В итоге благодаря аксиоматическому подходу на основе                  
S-функций удалось одновременно рассмотреть несимметричные и 
симметричные меры в четырех интерпретациях – множественной, де-
скриптивной, вероятностной и информационной. В общем случае до-
казаны теоремы о мерах дивергенции, являющиеся квазирасстояния-
ми и расстояниями. 

Отметим, что наиболее часто используются относительные ме-
ры сходства, совместимости и зависимости, упорядоченные пара-
метрами τ и η и записанные в единой формуле. 
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